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The second order control system appears in many areas of important applications
such as structure dynamics and industrial vibrating, including the design and analysis
of vibrating structures (e.g.bridges, highways, buildings, automobiles, rails). Partial
quadratic eigenvalue assignment problem aims to reassign few unwanted resonant nat-
ural frequencies by external forces to suitably ones and keep the remaining natural
frequencies and model shapes unchanged(ie. no spill-over property). This problem
plays an important role in many applications such as model updating, system control
and engineering design, etc.
It is natural to solve the partial quadratic assignment problem by transforming
the second-order control problem into a standard one-order control problem. However,
this method is not good enough in numerical computation, because there will include
an invasion of a possible ill-conditioned mass matrix, an even larger control model, and
loss of special structures and so on.
In this dissertation, we namely discussed the robustness of partial quadratic
eigenstructure assignment problems. We get a new nonlinear optimization problem by
using the perturbation theory of eigenvalues. Based on the receptance measurements
and the system matrices, we propose a new optimization method for solving the robust
partial quadratic eigenvalue assignment problem. For practical effectiveness, we also
extend our optimization method to the robust time-delay partial quadratic eigenvalue
assignment problem. Numerical experiments show the effectiveness of the proposed
method.
Key words: second-order control systems, partial quadratic eigenvalue assignment,


























?̇?(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢, (1-1)






?̇?(𝑡) = (𝐴+𝐵𝐹 )𝑥(𝑡), (1-2)
其中𝐹 ∈ R𝑚×𝑛称为反馈矩阵，𝐴𝑐 = 𝐴 + 𝐵𝐹叫做闭环系统的状态矩阵。特征值配
置问题就是选择适当的反馈控制矩阵𝐹 ∈ R𝑚×𝑛，使得在反馈控制𝑢 = 𝐹𝑥的作用下，
所得到的闭环系统的特征值为事先给定的数。用数学语言来描述，我们可得问题如
下：
(特征值配置问题)给定两个矩阵𝐴 ∈ R𝑛×𝑛，𝐵 ∈ R𝑛×𝑚，并且给定一个由复共轭
封闭的𝑛个复数组成的集合



















(部分特征值配置问题)设{𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑝, 𝜆𝑝+1, . . . , 𝜆𝑛}是𝐴的谱集，其中
{𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑝}(𝑝 ≤ 𝑛)是复共轭封闭的。{𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑝}是给定的一组复共轭封闭的
集合，并且
{𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑝} ∩ {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑝} = ∅
部分特征值配置问题就是找到𝑚× 𝑛实矩阵𝐹，使得闭环矩阵束𝐴+𝐵𝐹的谱集为





𝑀?̈?(𝑡) +𝐷?̇?(𝑡) +𝐾𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), (1-3)






𝑥(𝑡) = 𝑥𝑒𝜆𝑡, (1-4)
其中𝑥 ∈ R𝑛 为待确定的常向量，𝜆 为待定的数。我们可知系统(1-3)的齐次方程的解
有下面的二次特征值问题([28])决定
𝑃 (𝜆𝑘)𝑥𝑘 := (𝜆
2
𝑘𝑀 + 𝜆𝑘𝐷 +𝐾)𝑥𝑘 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 2𝑛, (1-5)






















𝑀?̈?(𝑡) +𝐷?̇?(𝑡) +𝐾𝑥(𝑡) = 𝐵𝑢(𝑡) (1-6)
并且





2𝑀 + 𝜆(𝐷 −𝐵𝐹 𝑇 ) + (𝐾 −𝐵𝐺𝑇 ))𝑥 = 0, (1-7)
其中
𝑃𝑐(𝜆) = 𝜆




且𝑀正定，𝐾半正定。给定𝑛×𝑚矩阵𝐵，开环束谱集{𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑝, 𝜆𝑝+1, . . . , 𝜆2𝑛}的
一组自共轭子集{𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑝} 和一组自共轭集{𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑝}。寻找实反馈矩
阵𝐹和𝐺使得闭环束有一部分特征值是{𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑝} 并且保持开环二次束𝑃 (𝜆)剩余
的(2𝑛− 𝑝)个特征对{(𝜆𝑘, 𝑥𝑘)}2𝑛𝑘=𝑝+1不变。
























Λ = diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆2𝑛)− 𝑃 (𝜆)的所有特征值构成的对角矩阵。
𝑋 = [𝑥1, . . . , 𝑥2𝑛]− 𝑃 (𝜆)的特征值对应的特征向量。
Λ1 = diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑝)− 𝑃 (𝜆)被替换掉的特征值组成的对角矩阵。
𝑋1 = [𝑥1, . . . , 𝑥𝑝]− Λ1中的特征值对应的特征向量构成的矩阵。
Λ2 = diag(𝜆𝑝+1, . . . , 𝜆2𝑛)− 𝑃 (𝜆)中保留不变的那一部分特征值。
𝑋2 = [𝑥𝑝+1, . . . , 𝑥2𝑛]− Λ2中特征值对应的特征向量构成的矩阵。
Λ
′
1 = diag(𝜇1, . . . , 𝜇𝑝)−给定的特征值构成的对角矩阵。
















a)𝑀，𝐷，𝐾 ∈ R𝑛×𝑛，𝐵 ∈ R𝑛×𝑚 并且𝑀 = 𝑀𝑇，𝐷 = 𝐷𝑇，𝐾 = 𝐾𝑇，𝑀和𝐾分别是
正定矩阵和半正定矩阵。
b)控制矩阵𝐵 列满秩。
c){𝜆1, . . . , 𝜆𝑝} ∩ {𝜇1, . . . , 𝜇𝑝} = ∅。
d){𝜆1, . . . , 𝜆𝑝} ∩ {𝜆𝑝+1, . . . , 𝜆2𝑛} = ∅。






















1 +𝐷𝑋1Λ1 +𝐾𝑋1 = 0,𝑀𝑋2Λ
2
2 +𝐷𝑋2Λ2 +𝐾𝑋2 = 0.
从而我们可以得到如下开环二次束𝑃 (𝜆)的两个正交关系，进而为导出参数解的表达
式提供条件，见([2],[13])。






1 𝐷𝑋2 = 0
(ii) Λ1𝑋
𝑇
1 𝑀𝑋2Λ2 −𝑋𝑇1 𝐾𝑋2 = 0
利用引理2.1，我们可以得到如下的反馈矩阵𝐹，𝐺的显示参数表达式 [2]。
引理 2.2： 给定一组自共轭复数集{𝜇𝑘}𝑝𝑘=1。
(a) 对任意的Φ ∈ C𝑚×𝑝，反馈矩阵𝐹，𝐺的表达式为
𝐹 = 𝑀𝑋1Φ





2 + (𝐷 −𝐵𝐹 𝑇 )𝑋2Λ2 + (𝐾 −𝐵𝐺𝑇 )𝑋2 = 0.
即没有被配置的2𝑛− 𝑝个特征对{(𝜆𝑖, 𝑥𝑖)}2𝑛𝑖=𝑝+1自动保持不变。
(b) 选择Φ ∈ C𝑚×𝑝，使得Φ𝑊 = Γ，其中Γ = [𝛾1, · · · , 𝛾𝑝] ∈ C𝑚×𝑝为任意的非零矩阵，
满足条件：如果𝜇𝑗 = ?̄?𝑘, 则𝛾𝑗 = 𝛾𝑘。这里𝑊为如下Sylvester方程的唯一解
Λ1𝑊 −𝑊Λ
′
1 = −𝑋𝑇1 𝐵Γ, (2-2)
这里Λ
′
1 = diag(𝜇1, . . . , 𝜇𝑝)。这时式子(2-1)定义的反馈矩阵𝐹和𝐺都是实矩阵
且{𝜇1, . . . , 𝜇𝑝}是闭环二次束𝑃𝑐(𝜆)的特征值。



























































给定一个复数𝑠 ∈ C，我们定义如下的关于开环束𝑃 (𝜆)的响应率矩阵：
𝐻(𝑠) = (𝑠2𝑀 + 𝑠𝐷 +𝐾)−1,
其中𝐻(𝑠)可以直接测量到而不必知道𝑀,𝐷,𝐾 [19]。令𝐻𝑐(𝑠)代表闭环束𝑃𝑐(𝜆)的
响应率矩阵，即𝐻𝑐(𝑠) = (𝑠
2𝑀 + 𝑠(𝐷−𝐵𝐹 𝑇 ) + (𝐾 −𝐵𝐺𝑇 ))−1。由Sherman-Morrison-
Woodbury 公式 [21]，我们可以得到𝐻𝑐(𝑠)的表达式：
𝐻𝑐(𝑠) = 𝐻(𝑠) +𝐻(𝑠)𝐵(𝐼 − (𝐺+ 𝑠𝐹 )𝑇𝐻(𝑠)𝐵)−1(𝐺+ 𝑠𝐹 )𝑇𝐻(𝑠). (3-1)
我们要想使给定的特征值满足𝑃𝑐(𝜇𝑗)𝑧𝑗 = 0,则有det(𝐻𝑐(𝜇𝑗)) → ∞ ，𝑗 = 1, . . . , 𝑝。因
此我们可以得到如下关系























引理 3.1： 已知𝑀,𝐷,𝐾为实对称矩阵并且𝑀正定，给定矩阵𝐵 ∈ R𝑛×𝑚，Λ1，𝑋1和










det(𝑃𝑐(𝜇𝑗)) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.















⎞⎠ , ?̂? =
⎛⎝ 𝑂
𝑀−1𝐵




二阶问题可以转化为求反馈矩阵𝑆 = [𝐺𝑇 , 𝐹 𝑇 ]，使得矩阵(𝐴 + ?̂?𝑆) 的特征值
是{𝜇1, . . . , 𝜇𝑝, . . . , 𝜆𝑝+1, . . . , 𝜆2𝑛}。
为了得到新的目标函数我们首先陈述如下的引理见 [5]。
引理 3.2： 设𝐴 ,𝐵 为 任 意 两 个𝑛 × 𝑛 矩 阵， 其 对 应 的 特 征 值 分 别

























量，其中𝑆 = [𝐺𝑇 , 𝐹 𝑇 ]。由于
𝐴+ ?̂?𝑆 =
⎛⎝ 𝑂 𝐼
−𝑀−1(𝐾 −𝐵𝐺𝑇 ) −𝑀−1(𝐷 −𝐵𝐹 𝑇 )
⎞⎠ ,
因此，
‖𝐴+ ?̂?𝑆‖2𝐹 = ‖𝐼‖2𝐹 + ‖𝑀−1(𝐾 −𝐵𝐺𝑇 )‖2𝐹 + ‖𝑀−1(𝐷 −𝐵𝐹 𝑇 )‖2𝐹
















⎞⎠ = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.
为了同时鲁棒和最小范数求解部分二次特征值配置问题，我们将控制矩阵参数
解代入上面目标函数再加权，我们求如下约束优化问题：
min 𝑓(𝑌 ) := 1
2
𝛼(‖𝐷 −𝐵𝑌 𝑇𝑋𝑇1 𝑀‖2𝐹 + ‖𝐾 −𝐵𝑌 𝑇 (Λ1𝑋𝑇1 𝑀 +𝑋𝑇1 𝐷)‖2𝐹 )
+1
2
(1− 𝛼)(‖𝑀𝑋1𝑌 ‖2𝐹 + ‖(𝑀𝑋1Λ1 +𝐷𝑋1)𝑌 ‖2𝐹 )
s.t. 𝑔(𝑌 ) = 0.
(3-6)
其中𝛼 ∈ [0, 1]，𝑔(𝑌 ) = (𝑔1(𝑌 ), . . . , 𝑔𝑝(𝑌 ))𝑇 ∈ C𝑝，𝑔𝑗(𝑌 ) : C𝑝×𝑚 → C，并且
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